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摘 要:各类微分方程是基于不同实际问题而建立的数学模型，研究方程的各种解的存在问题

引起了国内外数学学者的关注。利用 Banach压缩映射原理、概自守型函数的有关理论以及卷积族
的指数二分性，针对一类具有延迟的中立型微分方程的渐近概自守温和解的存在唯一性问题进行

研究。渐近概自守温和解比概自守温和解更具有一般性，因此本文所研究问题会使这类方程的应
用范围更加广泛。
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Abstract: All kinds of differential equations as mathematical models have been built up due to different
practical problems，so the problem of studying the existence of various solutions has attracted the attention of
mathematical scholars at home and abroad. The problem on the existence and uniqueness of asymptotically almost
automorphic mild solutions for a class of neutral differential equations with delay are researched by using Banach
compression mapping principle， related theorems of almost automorphic type functions and the exponential
dichotomy of convolution family in this paper. Asymptotically almost automorphic mild solutions are more general
than almost automorphic mild solutions，so the research of this paper will make the scope of application on this kind
of differential equations more extensive.
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0 引 言

微分方程是多学科研究领域常用的工具，如数

学、物理学、化学、生物学等。其中，要研究的多数问
题都可以转化为探讨微分方程的各类解的存在性问

题。目前为止已有大量文献对各类微分方程的概周
期型解［1 － 6］，概自守温和解［7 － 11］、以及伪概自守温
和解［12 － 15］进行了研究。

1 预备知识

本文用 Ｒ表示实数集，X，Y表示 Banach 空间。
C( Ｒ，X) ( C( Ｒ × X，X) ，C( Ｒ × X × Y，X) ) 表示从 Ｒ
到X ( 从 Ｒ × X到 X，Ｒ × X × Y到 X ) 的全体有界连
续函数在上确界范数下构成的 Banach空间。
本文将对下列一类具有延迟的中立型微分方程

d
dt ( u( t) － F1 ( t，u( t － τ) ) ) = A( t) ( u( t) －

F1 ( t，u( t － τ) ) ) + F2 ( t，u( t) ，u( t － τ) ) ，t∈ Ｒ

( 1)
的渐近概自守温和解的存在唯一性进行研究。这里
A( t) 是定义在 X上的卷积族 { U( t，s) : t≥ s，t，s∈Ｒ}
的无穷小生成元，τ是一个正常数，F1，F2 是后面指

定的适当的函数。为此先给出有关定义。
定义 1［16］函数 g ∈ C( Ｒ，X) 称做是概自守的，

是指对于每一个实数列 { sn} ∞n = 1 ，这里都存在它一
个子列 { τn}

∞
n = 1 使得

g( t) = lim
n→∞

f( t + τn )

对于所有的 t∈ Ｒ都是明确定义的，且有
lim
n→∞

g( t － τn ) = f( t)

对每个 t∈ Ｒ均成立。用 AA( Ｒ，X) 表示全体概自
守函数构成的集合。
定义 2［16］ 函数 f∈ C( Ｒ × X，X) 称做是概自

守的，是指 f 关于 t ∈ Ｒ 且一致对 x ∈ K 是概自守
的，其中 K是 X的任意有界闭子集。用 AA( Ｒ × X，X)
表示这样函数的全体。
定义 3［16］ 函数 f∈C( Ｒ × X × Y，X) 称做是概

自守的，是指 f关于 t∈Ｒ且一致对 ( x，y) ∈K是概
自守的。这里 K 是 X × Y 的任意有界闭子集。用
AA( Ｒ × X × Y，X) 表示这样函数的全体。
置

C0 ( Ｒ，X) = { f∈ C( Ｒ，X) : lim
| t|→∞

‖f( t) ‖ = 0}

C0( Ｒ × X，X) = { f∈C( Ｒ × X，X) : lim
| t|→∞
‖f( t，x)‖ =

0 一致对 x∈ K，K是 X的任意有界闭子集}
C0 ( Ｒ × X × Y，X) = { f ∈ C( Ｒ × X × Y，X) :

lim
| t|→∞

‖f( t，x，y) ‖ = 0一致对( x，y) ∈ K，K是 X × Y

的任意有界闭子集}

定义 4［17］ 函数 f∈ C( Ｒ，X) 称做是渐近概自
守的，是指若 f能写成

f = g + φ( g∈ AA( Ｒ，X) ，φ∈ C0 ( Ｒ，X) )
用 AAA( Ｒ，X) 表示这样函数的全体。
定义 5［17］ 函数 f∈ C( Ｒ × X，X) 称为是渐近

概自守的，是指 f能写成
f = g + φ( g∈ AA( Ｒ × X，X) ，φ∈ C0 ( Ｒ × X，

X) )
用 AAA( Ｒ × X，X) 表示这样函数的全体。
定义 6［17］ 函数 f∈C( Ｒ × X × Y，X) 称做是渐

近概自守的，是指若 f能写成
f = g + φ( g∈ AA( Ｒ × X × Y，X) ，φ∈ C0 ( Ｒ ×

X × Y，X) )
用 AAA( Ｒ × X × Y，X) 表示这样函数的全体。
另外 AAA( Ｒ，X) ，AAA( Ｒ × X，X) 和 AAA( Ｒ × X

× Y，X) 在上确界范数下都构成 Banach 空间，仍用
这些符号来记。
定义 7［18］ 定义在 X 上的双参数有界线性算

子族 { U( t，s) : t≥ s，t，s ∈ Ｒ} 被称做卷积族，是指
若满足

( i) U( s，s) = I，U( t，s) = U( t，r) U( r，s) ( t ≥
r≥ s且 t，r，s∈ Ｒ) ，这里 I为恒等算子。
( ii) ( t，s) ∈ { ( τ，σ) ∈ Ｒ2 : τ≥ σ} → U( t，s)

是强连续的。
定义 8［18］ 卷积族 { U( t，s) : t≥ s，t，s∈Ｒ} 被

称做是指数二分的，是指若存在映射 P( t) ( t ∈ Ｒ)
关于 t 是一致有界且是强连续的，且存在常数 N，
δ ＞ 0 满足
( i) U( t，s) P( s) = P( t) U( t，s) ，对所有的 t≥ s ;
( ii) 限制 UQ ( t，s) : Q( s) X→ Q( t) X 是可逆的，

对所有的 t≥ s ( 记 UQ ( s，t) = UQ ( t，s)
－1 ) ;

( iii ) ‖U( t，s) P( s) ‖L( X) ≤ Ne－δ( t －s) 且

‖UQ ( s，t) Q( t) ‖L( X) ≤ Ne－δ( t －s) ，对所有的 t≥ s。
这里 Q = I － P。
注意到如果 U( t，s) 是指数二分的，则对应于

U( t，s) 和 P( . ) 的格林函数 Γ( t，s) 定义为

Γ( t，s) =
U( t，s) P( s) ，t≥ s，t，s∈ Ｒ
－ UQ ( t，s) Q( s) ，t ＜ s，t，s∈{ Ｒ
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满足

‖Γ( t，s) ‖≤
Ne－δ( t －s) ，( t≥ s，t，s∈ Ｒ)
Neδ( t －s) ，( t ＜ s，t，s∈ Ｒ{ )

本文中假设 A( t) ( t ∈ Ｒ) 满足“Acquistapace-
Terreni”条件:

存在常数 λ0 ≥ 0，θ ∈ π
2 ，( )π ，L，K ≥ 0 且 α，

β∈( 0，1］，当 α + β ＞ 1 时满足

∑ θ
∪ {0}  ρ( A( t) － λ0) ，‖Ｒ( λ，A( t) － λ0)‖

≤ K
1 + ‖λ‖
且

‖( A( t) － λ0 ) Ｒ( λ，A( t) － λ0) ［Ｒ( λ0，A( t) )
－ Ｒ( λ0，A( s) ) ］‖≤ L | t － s | α | λ | －β ( t，s ∈ Ｒ，

λ∈∑ θ
: = { λ∈ C \ { 0} : | argλ | β≤ θ} )

注:由文［19］知，如果“Acquistapace-Terreni”条
件 成 立，则 在 X 上 存 在 唯 一 的 卷 积 族
{ U( t，s) } －∞ ＜ s≤t ＜∞ 决定一个线性方程

d
dt v( t) = A( t) v( t)

定义 9［18］ 连续函数 u: Ｒ→ X称做是方程( 1)
的温和解是指若 u满足

u( t) － F1 ( t，u( t － τ) ) = U( t，a) ( u( a) －

F1 ( a，u( a － τ) ) ) + ∫
t

a
U( t，s) F2 ( s，u( s) ，u( s －

τ) ) ds( t≥ a，t，a∈ Ｒ) ( 2)
由文［20］知，若 u 是方程 ( 1 ) 的温和解，则式 ( 2 )
可由

u( t) － F1 ( t，u( t － τ) ) = ∫ＲΓ( t，s) F2 ( s，u( s) ，

u( s － τ) ) ds ( 3)
代替。

2 主要结果

对方程( 1) 先给出以下假设:
( H1 ) 由 A( t) 生成的卷积族 { U( t，s) } －∞ ＜ s≤t ＜∞

是指数二分的，并设対应的常数为 N，δ ＞ 0 ，二分映
射为 P( t) ( t∈ Ｒ) ，格林函数为 Γ( t，s) 。
( H2 ) 对于任意的实数列 { sm} ，都存在它的子

列 { sn} 满足
Λ( t，s) x = lim

n→∞
Γ( t + sn，s + sn ) x

对任意 x∈ X以及 t，s∈ Ｒ都是定义好的。且有
lim
n→∞

Λ( t － sn，s － sn ) x = Γ( t，s) x

对每个 x∈ X以及 t，s∈ Ｒ。
( H3 ) F1 ∈ AAA( Ｒ × X，X) ，F2 ∈ AAA( Ｒ × X ×

X，X) ，且存在常数 μi ＞ 0，i = 1，2，3 使得
‖F1 ( t，u1 ) － F1 ( t，u2 ) ‖≤ μ1‖u1 － u2‖，u1，

u2 ∈ X，t∈ Ｒ
以及

‖F2 ( t，u1，v1 ) － F2 ( t，u2，v2 ) ‖≤ μ2‖u1 － u2‖
+ μ3‖v1 － v2‖，ui，vi ∈ X，i = 1，2，t∈ Ｒ
再给出主要结果之前，先给出几个命题:

命题 1 若 u( t) ∈ AAA( Ｒ，X) ，则 u( t － τ) ∈
AAA( Ｒ，X) 。
证明:因为 u( t) ∈ AAA( Ｒ，X) ，由定义 4 可知
u( t) = g( t) + φ( t) ，( g( t) ∈ AA( Ｒ，X) ，φ( t)

∈ C0 ( Ｒ，X) )
因此

u( t － τ) = g( t － τ) + φ( t － τ)
由文［16］知 g( t － τ) ∈ AA( Ｒ，X) 。
因为 φ( t) ∈C0 ( Ｒ，X) ，所以任意的 ε ＞ 0存在

T ＞ 0 ，当 | t |≥ T时，有 | φ( t) | ＜ ε，故当 | t ＞ |
T + τ时，| φ( t － τ) | ＜ ε，由此得 φ( t － τ) ∈C0 ( Ｒ，
X) ，再结合 g( t － τ) ∈ AA( Ｒ，X) 以及定义 4 可得
u( t － τ) ∈ AAA( Ｒ，X) 。
命题 2 若( H3 ) 成立，且 u∈ AAA( Ｒ，X) ，F1 ∈

AAA( Ｒ × X，X) ，则
F1 (·，u(·－ τ) ) ∈ AAA( Ｒ，X) 。
证明:由命题 1 知 u( t － τ) ∈ AAA( Ｒ，X) ，记

u( t － τ) = u0 ( t) ，则
u0 ( t) = g( t) + φ( t) ，( g( t) ∈ AA( Ｒ，X) ，φ( t)

∈ C0 ( Ｒ，X) )
因为 F1 ∈ AAA( Ｒ × X，X) ，所以由定义 5 有

F1 = G1 + Φ1，( G1∈ AA( Ｒ × X，X) ，Φ1∈C0 ( Ｒ
× X，X) ) ( 4)
从而

F1 ( t，u( t － τ) ) = F1 ( t，u0 ( t) ) = G1 ( t，u0 ( t) ) +
Φ1 ( t，u0 ( t) ) = G1 ( t，g( t) ) +［G1 ( t，u0 ( t) ) －
G1 ( t，g( t) ) + Φ1 ( t，u0 ( t) ) ］ ( 5)

由文［21］可知 G1 ( t，g( t) ) ∈ AA( Ｒ，X) 。又 Φ1 ∈
C0 ( Ｒ × X，X) ，所以易知

Φ1 ( t，u0 ( t) ) ∈ C0 ( Ｒ，X) ( 6)
下证 G1 ( t，u0 ( t) ) － G1 ( t，g( t) ) ∈ C0 ( Ｒ，X) 。

事实上，结合式( 4) 及( H3 ) 有

‖G1( t，u0( t) ) － G1( t，g( t) )‖≤‖( G1( t，u0( t) ) +
Φ1( t，u0( t) ) ) － ( G1( t，g( t) ) +Φ1( t，g( t) ) )‖ +
‖Φ1 ( t，u0 ( t) ) ‖ + ‖Φ1 ( t，g( t) ) ‖ =
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‖F1 ( t，u0 ( t) ) － F1 ( t，g( t) ) ‖ +
‖Φ1 ( t，u0 ( t) ) ‖ + ‖Φ1 ( t，g( t) ) ‖≤
μ1‖u0 ( t) － g( t) ‖ + ‖Φ1 ( t，u0 ( t) ) ‖ +
‖Φ1 ( t，g( t) ) ‖ = μ1‖φ( t) ‖ +
‖Φ1 ( t，u0 ( t) ‖ + ‖Φ1 ( t，g( t) ) ‖‖

再结合 φ∈ C0 ( Ｒ，X) ，Φ1 ∈ C0 ( Ｒ × X，X) 可得
G1 ( t，u0 ( t) ) － G1 ( t，g( t) ) ∈ C0 ( Ｒ，X) ( 7)

结合 G1 ( t，g( t) ) ∈ AA( Ｒ，X) 以及式 ( 5 ) ～ ( 7 )
可得

F1 (·，u(·－ τ) ) ∈ AAA( Ｒ，X)
命题 3 若( H3 ) 成立，且 u∈ AAA( Ｒ，X) ，F2 ∈

AAA( Ｒ × X × X，X) ，则
F2 (·，u(·) ，u(·－ τ) ) ∈ AAA( Ｒ，X)
证明: 证明方法类似命题 2 的证明方法，故

省略。
命题 4 假设( H1 ) ～ ( H3 ) 成立，u ∈ AAA( Ｒ，

X) ，则

Ψ( t) = ∫
∞

－∞
Γ( t，s) F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) ds∈

AAA( Ｒ，X)
证明:因( H3 ) 成立，所以命题 3 成立，即 F2 (·，

u(·) ，u(·－ τ) ) ∈ AAA( Ｒ，X) ，故
F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) = g( s) + φ( s) ( g ∈

AA( Ｒ，X) ，φ∈ C0 ( Ｒ，X) )
因此得

Ψ( t) = ∫
∞

－∞
Γ( t，s) F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) ds =

∫
∞

－∞
Γ( t，s) ( g( s) + φ( s) ) ds =

∫
∞

－∞
Γ( t，s) g( s) ds + ∫

∞

－∞
Γ( t，s) φ( s) ds

由假设( H1 ) ～ ( H3 ) 并结合文［22］的定理 2. 2 知

∫
∞

－∞
Γ( t，s) g( s) ds∈ AA( Ｒ，X) ( 8)

以下证明

Ψ2 ( t) = ∫
∞

－∞
Γ( t，s) φ( s) ds∈ C0 ( Ｒ，X)

因为 φ( s) ∈ C0 ( Ｒ，X) ，所以对任意 ε ＞ 0 ，存
在 T0 ＞ 0 ，当 | s |≥ T0时，有 | φ( s) | ＜ ε。又因为

lim
t→∞

e －δt = 0，lim
t→－∞

eδt = 0

所以存在 T1 ＞ 0 ，当 t ＞ T1时，| e
－δt － 0 | ＜ ε，

当 t ＜ － T1 时，| eδ
t － 0 | ＜ ε。取 T = T0 + T1 ，因

为 φ( s) 是有界的，所以存在 M1 ＞ 0 ，当 s∈［－ T0，

T0］时，有 | φ( s) |≤ M1 。
1) 当 t ＞ T时，有

∫
∞

－∞
Γ( t，s) φ( s) ds = ∫

－T0

－∞
Γ( t，s) φ( s) ds +

∫
T0

－T0
Γ( t，s) φ( s) ds + ∫

t

T0
Γ( t，s) φ( s) ds +

∫
∞

t
Γ( t，s) φ( s) ds ≤ ∫

－T0

－∞
Ne －δ( t －s) φ( s) ds +

∫
T0

－T0
Ne －δ( t －s) φ( s) ds + ∫

t

T0
Ne －δ( t －s) φ( s) ds +

∫
∞

t
Neδ( t －s) φ( s) ds ≤ Nε ∫

－T0

－∞
e －δ( t －s) ds +

M1N ∫
T0

－T0
e －δ( t －s) ds + Nε ∫

t

T0
e －δ( t －s) ds +

Nε ∫
+∞

t
eδ( t －s) ds = Nε

δ e －δ( t －s) －T0
－∞

+

M1N
δ e －δ( t －s) T0

－T0
+ Nε

δ e －δ( t －s) t
T0

+

Nε
－ δe

δ( t －s) ∞
t = Nε

δ
1

eδ( t +T0)
－ 1
eδ( t +∞( )) +

M1N
δ

1
eδ( t－T0)

－ 1
eδ( t+T0( )) + Nε

δ
1

eδ( t－t)
－ 1
eδ( t－T0( )) +

Nε
－ δ
( eδ( t －∞ ) － eδ( t －t) ) ≤ Nε

δ
+ M1N

δ ε +

Nε
δ

+ Nε
－ δ

( 9)

2) 当 t ＜ － T时，有

∫
∞

－∞
Γ( t，s) φ( s) ds = ∫

t

－∞
Γ( t，s) φ( s) ds +

∫
－T0

t
Γ( t，s) φ( s) ds + ∫

T0

－T0
Γ( t，s) φ( s) ds +

∫
∞

T0
Γ( t，s) φ( s) ds ≤ ∫

t

－∞
Ne －δ( t －s) φ( s) ds +

∫
－T0

t
Neδ( t －s) φ( s) ds + ∫

T0

－T0
Neδ( t －s) φ( s) ds +

∫
∞

T0
Neδ( t －s) φ( s) ds ≤ Nε ∫

t

－∞
e －δ( t －s) ds +

Nε ∫
－T0

t
eδ( t －s) ds + M1N ∫

T0

－T0
eδ( t －s) ds +

Nε ∫
∞

T0
eδ( t －s) ds = Nε

δ e －δ( t －s) t
－∞

+

Nε
－ δe

δ( t －s) －T0
t

+ M1N
－ δ e

δ( t －s) T0
－T0

+

Nε
－ δe

δ( t －s) ∞
T0

= Nε
δ
( e －δ( t －t) － e －δ( t +∞ ) ) +

Nε
－ δ
( eδ( t+T0) － eδ( t－t) ) + M1N

－ δ
( eδ( t－T0) － eδ( t+T0) ) +

Nε
－ δ
( eδ( t －∞ ) － eδ( t －T0) ) ≤ Nε

δ
+ Nε

－ δ
+

M1N
－ δ ε

+ Nε
－ δ

( 10)
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由式( 9) 和式( 10) 可得

∫
∞

－∞
Γ( t，s) φ( s) ds∈ C0 ( Ｒ，X) ( 11)

结合式( 8) 和式( 11) 得

Ψ( t) = ∫
∞

－∞
Γ( t，s) F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) ds∈

AAA( Ｒ，X)
定理 1 若方程( 1) 满足( H1 ) ～ ( H3 ) ，则当 μ1

+ 2N
δ
( μ2 + μ3 ) ＜ 1时，方程( 1) 存在唯一的由式( 3)

所定义的渐近概自守温和解。
证明:做映射 Q :
( Qu) ( t) = F1 ( t，u( t － τ) ) +

∫
∞

－∞
Γ( t，s) F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) ds，u( t) ∈

AAA( Ｒ，X)
由命题 2 和命题 4 知
F1 ( t，u( t － τ) ) +

∫
∞

－∞
Γ( t，s) F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) ds∈

AAA( Ｒ，X)
因此 Q是从 AAA( Ｒ，X) 到 AAA( Ｒ，X) 上的一个映
射，即 ( Qu) ∈ AAA( Ｒ，X) 。
取数 r满足

r ＞ sup
t∈Ｒ
‖F1 ( t，0) ‖ + 2N

δ
sup
s∈Ｒ
‖F2 ( s，0，0) ‖ +

( μ1 + 2N
δ
( μ2 + μ3 ) ) r

令

Br = { u∈ AAA( Ｒ，X) :‖u‖ =
sup
t∈Ｒ
‖u( t) ‖≤ r}

任取 u∈ Br ，有

‖( Qu) ( t)‖≤‖F1( t，0)‖ + μ1‖u( t － τ)‖ +

∫
t

－∞
Ne－δ( t－s) (‖F2( s，0，0)‖ + μ2‖u( s) ‖ +

μ3‖u( s － τ)‖) ds + ∫
∞

t
Ne－δ( s－t) (‖F2( s，0，0)‖ +

μ2‖u( s) ‖ + μ3‖u( s － τ) ‖) ds，t∈ Ｒ
由此得

sup
t∈Ｒ
‖( Qu) ( t) ‖≤ sup

t∈Ｒ
‖F1 ( t，0) ‖ +

2N
δ

sup‖F2 ( s，0，0) ‖
s∈Ｒ

+

( μ1 + 2N
δ
( μ2 + μ3 ) ) r≤ r

结合 ( Qu) ∈ AAA( Ｒ，X) 可得 ( Qu) ∈ Br ，因此

Q( Br )  Br 。

任取 u∈ Br，v∈ Br ，并结合( H3 ) 有

‖( Qu) ( t) － ( Qv) ( t)‖≤‖F1( t，u( t － τ) ) －

F1( t，v( t － τ) )‖ + ∫
∞

－∞
‖Γ( t，s)‖

‖F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) －
F2 ( s，v( s) ，v( s － τ) ) ‖ds≤
μ1‖u( t － τ) － v( t － τ) ‖ +

∫
t

－∞
‖Γ( t，s) ‖‖F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) －

F2 ( s，v( s) ，v( s － τ) ) ‖ds +

∫
∞

t
‖Γ( t，s) ‖‖F2 ( s，u( s) ，u( s － τ) ) －

F2( s，v( s) ，v( s － τ) )‖ds≤ μ1‖u( t) － v( t)‖ +
2N
σ
( μ2‖u( t) － v( t)‖ + μ3‖u( t) － v( t)‖) ≤

μ1 + 2N
σ
( μ2 + μ3[ ]) ‖u － v‖

又 μ1 + 2N
δ
( μ2 + μ3 ) ＜ 1 ，所以 Q是 Br 上的一个压

缩映射，由 Banach 压缩映射原理知 Q 在 Br 上存在

唯一的不动点 u，此不动点 u 就是方程( 1 ) 的满足
式( 3) 所定义的渐近概自守温和解。

3 结 论

本文利用 Banach压缩映射原理、卷积族的指数
二分性及概自守型函数的有关性质证明了一类具有

延迟的中立型微分方程在适当的条件下存在唯一的

渐近概自守温和解。
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